Funkcje liczbowe - przeglad wybranych funkcji
elementarnych

Dokonamy teraz przegladu pewnych podstawowych typow funkcji, z jakimi
czesto mamy do czynienia w analizie matematycznej (i nie tylko). Wsrod nich
znajdg si¢ funkcje poznane na wczeSniejszych etapach nauki matematyki
(funkcja wielomianowa, wymierna, potegowa, wykladnicza, logarytmiczna,
funkcje trygonometryczne), jak i funkcje, z ktorymi Czytelnik mogt si¢
wczesniej nie zetkna¢ (np. funkcje cyklometryczne). Kazdg funkcje, ktora
mozna uzyska¢ z wyzej wymienionych poprzez dokonanie na nich skonczonej
liczby operacji dodawania, mnozenia, dzielenia, odwracania i skladania
nazywamy funkcjq elementarng. Omawiajgc funkcje elementarne skupimy si¢
na podaniu podstawowych informacji, ktorych przyswojenie jest niezbgdne
w zrozumieniu poje¢¢ i opanowaniu metod analizy matematyczne;j.

1° Funkcja wielomianowa

Funkcjq wielomianowq (wielomianem) stopnia n nazywamy funkcje postaci
Wx)=ax"+a, X" +.+ax+a,,

gdzie a, ,a wa,a,€R, a, #0,neN, xeR.

] o
Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy kazda taka liczbg r, ze W(r)=0.
Dwa wielomiany sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy s3 tego samego stopnia
imajg rowne wspétczynniki przy jednakowych potegach zmiennej x, jak
i rowne wyrazy wolne.

Podamy teraz kilka twierdzen, ktore sg przydatne przy rozwigzywaniu rownan
i nier6wnosci wielomianowych.

Twierdzenie 1 (Bezouta). Wiclomian W(x) dzieli si¢ bez reszty przez

dwumian x—r wtedy i tylko wtedy, gdy liczba r jest pierwiastkiem tego
wielomianu.

Uwaga. Z twierdzenia 1 wynika, ze jezeli liczba r jest pierwiastkiem
wielomianu W (x), to wowczas wielomian ten mozna zapisa¢ w postaci

W(x)=(x-r0(x),

gdzie QO(x) jest wynikiem dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x —r.



Twierdzenie 2. Kazdy wielomian stopnia » ma co najwyzej n pierwiastkow.
Twierdzenie 3. Kazdy wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu,
ktorego kazdy czynnik jest wielomianem stopnia co najwyzej drugiego.
Twierdzenie 4. Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu W (x) sa liczbami

catkowitymi, a liczba wymierna zapisana w postaci ulamka nieskracalnego P

q
jest pierwiastkiem tego wielomianu, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a,,
natomiast g jest dzielnikiem wspotczynnika a, .
Uwaga. Z twierdzenia 4 wynika, ze catlkowitych pierwiastkow wielomianu
W(x) o wspotczynnikach catkowitych poszukujemy tylko wérod dzielnikow
wyrazu wolnego a, .
Szczegdlnymi przypadkami wielomianow sa: funkcja liniowa (w tym funkcja
stala), funkcja kwadratowa.

* Funkcja liniowa Y
Funkcjq  liniowg nazywamy funkcje y=ax+b
postaci B(0,b),

y=ax+b, A !

_b 4O
gdzie a,beR, xeR. /[ a,oj *

Wykresem funkcji liniowej jest linia
prosta, ktéra nachylona jest do osi Ox pod
katem o takim, zZe tga=a (a —

wspotczynnik kierunkowy prostej) Rys. 5. Funkcja liniowa
iprzecina o§ Oy w punkcie o rzednej

rownej b (b — wspotczynnik przesunigcia prostej).

Miejscem zerowym funkcji liniowej (a jednoczesnie rozwigzaniem rownania
liniowego ax+b=0)dla a =0 jest

Xog=——.
a

Funkcja liniowa jest:

e rosngcadla a >0, malejacadla a<0, statadla a=0,
e ograniczona dla a = 0 (funkcja stata),

e roznowartosciowa dla a = 0.



* Funkcja kwadratowa
Funkcjq kwadratowq (trojmianem kwadratowym) nazywamy funkcje postaci

y=ax’ +bx+c,
gdzie a,b,ceR, c#0, xeR.
Wyrazenie
A=b*—4ac

nazywamy wyroznikiem trojmianu kwadratowego.

bY A
f(x)—a(x+zj e

nazywamy postaciq kanoniczng tr6jmianu kwadratowego.

Postaé

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej (a jednoczesnie pierwiastkow
rownania ax® +bx + ¢ =0) zalezy od znaku wyréznika:
1) jezeli A>0, to trojmian ma dwa rézne miejsca zerowe:
_—b-+A _—b+A
2¢ 2a '

W tym przypadku tréjmian kwadratowy mozna zapisaé w postaci
iloczynowej y=a(x—x)(x—x,).

X X

2) jezeli A=0, to trgjmian ma jedno miejsce zerowe (réwnanie kwadratowe

ma jeden pierwiastek tzw. podwojny):

.= b
0 2a
;e reo - 2

Posta¢ iloczynowa trojmianu: y =a (x -x) .
2) jezeli A<O0, to trojmian kwadratowy nie ma miejsc zerowych (rownanie

kwadratowe nie ma pierwiastkéw).

Potozenie paraboli zalezy od a oraz A. Ilustrujg to rysunki zamieszczone
w tabeli 1.



Tab. 1. Ilustracja zalezno$ci potozenia paraboli od «a oraz A

A>0 A=0 A<O
y y \y
oo \ |, / \
0
NV %) " 0 ~

a<0 /0\\x / x /O X

Funkcja kwadratowa jest:

e przedziatami monotoniczna,

e ograniczona z dotu dla a >0, ograniczona z gory dla a <0,
e parzystadla b=0.

Rozwiazywanie réwnan i nieré6wnos$ci wielomianowych

Bardzo wazna umiejetnoscia, opanowanie ktorej jest niezbedne w wielu
zagadnieniach  analizy matematycznej, jest rozwigzywanie rOwnan
i nierd6wnosci wielomianowych: W(x)=0, W(x)>0, W(x)<0, W(x)=0,
W(x)<0. W ogoélnym przypadku nie jest to zagadnienie trywialne — juz dla
rOwnan stopnia wyzszego niz 3 nie ma uniwersalnych metod ich
rozwigzywania. Pewne rownania wielomianowe dajg si¢ ,,sprytnie” rozwigzac
poprzez odpowiednie grupowanie wyrazOw oraz zastosowanie Wzoroéw
skroconego mnozenia. Przy rozwigzywaniu niektérych rownan czesto musimy
postuzy¢ si¢ twierdzeniamil — 4.

Rozwigzanie nier6wnosci wielomianowej na ogél odczytuje si¢ z rysunku,
bedacego ilustracja graficzng znaku wartosci wielomianu. Aby sporzadzi¢ taki
rysunek nalezy wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki wielomianu W (x), oraz
zapisa¢ go w postaci iloczynu czynnikdéw nierozktadalnych. Jezeli w rozktadzie
tym wystepuje czynniki postaci (x—r)*, to liczbe r nazywamy k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu. Wyznaczone pierwiastki zaznaczamy na osi



liczbowej, a nastgpnie poczynajac od prawej strony rysujemy lini¢
przechodzaca lub stykajaca si¢ z osig w zaznaczonych punktach, przy czym
obowigzuja tu nastepujace zasady:

1) jezeli wspotczynnik a, przy najwyzszej potedze niewiadomej x, jest dodatni
(ujemny), to lini¢ zaczynamy rysowac powyzej (ponizej) osi,

2) jezeli dany pierwiastek jest nieparzystej krotnosci, to rysowany wykres
przecina o$ w odpowiadajacym mu punkcie,

3) jezeli dany pierwiastek jest parzystej krotnosci, to w odpowiadajacym mu
punkcie rysowana linia dotyka osi, ale jej nie przecina (,,odbija” si¢ od osi).

Z otrzymanego rysunku tatwo juz odczytac rozwigzanie danej nierownosci.

Przyklad 8. Rozwigza¢ rownania i nierownosci:

a) ¥ =x=0,x’-x>0, x’—x<0,

b) x’—2x* —4x+8=0, x’ —2x* —4x+8<0,

c) —x*—2x +4x? +2x-3=0, —x* 2%’ +4x* +2x-3<0.

Rozwiazanie.

a) Aby rozwigza¢ dane rownanie wystarczy wyciaggna¢ x przed nawias,
a nastgpnie do wyrazenia w nawiasie dwukrotnie zastosowa¢ wzor skroconego

mnozenia a* —b> =(a—b)(a+b):

X —x=0,

x(x* =1)=0,

x(x* =)(x* +1)=0,

x(x=D)(x+D)(x* +1)=0.
Z otrzymanej postaci iloczynowej odczytujemy (po przyrownaniu kazdego
czynnika do 0) rozwigzania danego rownania: x, =0, x, =1, x; =—1.
Przechodzimy teraz do rozwigzania podanych nieréwnosci. Poniewaz kazdy
z pierwiastkow wielomianu znajdujgcego si¢ z prawej strony nierdéwnosci jest
pierwiastkiem pojedynczym (czyli nieparzystej krotnos$ci), to wykres zmiany
znaku wartos$ci tego wielomianu bedzie wygladat tak, jak pokazano na rysunku

6. Z rysunku odczytujemy
rozwigzania nierOwnosci:

X—-x>0 <

(=1,0)U (1,4 0) i -
5 xe b b b } -1 0 ) 1 x
x —-x<0&

xe(-0,-1)u(0,1).

Rys. 6. Ilustracja do przyktadu 8a)



b) Aby rozwigza¢ dane rownanie, wielomian znajdujacy si¢ po prawej stronie
znaku réwnosci rozktadamy na iloczyn czynnikow nierozktadalnych:
X' —2x" —4x+8=0,
¥’ (x=2)-4(x-2)=0,
(x> —4)(x-2) =0,
(x+2)(x-2)*=0.
Zatem rozwigzaniami naszego rownania sg: x; =—2, x, =2.
W celu rozwigzania nieréwnosci

X’ —2x* —4x+8<0, ktora mozna

teraz zapisa¢ w rownowaznej postaci + *
(x+2)(x-2)* <0, sporzadzmy R /2 2 x
wykres znaku warto$ci wielomianu

znajdujacego si¢ po prawej stronie
nieréwnosci (rysunek 7). Zauwazmy
przy tym, ze liczba 2 jest podwojnym
(parzystej krotno$ci) pierwiastkiem tego wielomianu. Zatem
X —2x7 —4x+8<0 & xe(-0,-2) U2}

Rys. 7. Ilustracja do przyktadu 8b)

¢) Wprowadzmy oznaczenie W (x)=-x"—2x° +4x> + 2x—3. Aby rozwiazaé
rownanie W (x)=0, skorzystamy najpierw z uwagi do twierdzenia 4
isprawdzimy, czy ktory§ z dzielnikow wyrazu wolnego a,=-3 (tymi
dzielnikami s3: 1, —1, 3, —3), nie jest czasem pierwiastkiem wielomianu
W(x). Poniewaz W(1)=0, to mamy juz pierwsze rozwiagzanie danego
rownania x;, =1. Na mocy twierdzenia Bezouta, wielomian W (x) dzieli si¢
zatem bez reszty przez dwumian x—1. Wykonujemy dzielenie:

(—x* =2 +4x? +2x-3):(x - 1) =—x> —=3x* +x+3

x4— x3
= 3x +4x+2x-3
3x —3x?
= x*4+2x-3
—x*+x

= 3x-3
-3x+3



Korzystajac w pierwszej kolejnosci z uwagi do twierdzenia 1, a nast¢pnie
wykonujac pewne przeksztatcenia otrzymujemy:

W ()= (x=)(=x" 3%+ x+3) = (x =D = (x +3) +1(x +3) | =
=(x— 1)[—(x2 ~D(x+ 3)] =—(x=Dx=Dx+Dx+3)= —(x = D> (x+ D)(x +3).
Nasze réwnanie mozna zatem zapisa¢ w postaci:
—(x=1)*(x+1)(x+3)=0,
skad odczytujemy jego rozwigzania: x; =1, x, =—1, x; =-3.

Rozwigzanie nieréwnosci
W(x)<0, ktore teraz mozemy /r_\ X
zapisa¢ w postaci: _/:3 N\ - 1 _

—(x-1)*(x+D(x+3)<0
odczytujemy z rysunku 8:

Rys. 8. Ilustracja do przyktadu 8c)
x € (—©,-3)u(-1,1)u(,+0).

2° Funkcja wymierna
Funkcjg wymierng nazywamy funkcje postaci

U(x
U

V(x)
gdzie U(x) 1 V(x) sg wielomianami oraz dla dowolnego x musi by¢ spetniony
warunek V' (x)#0.

Szczegdlnym przypadkiem funkcji wymiernej jest funkcja homograficzna tj.
funkcja postaci
_ax+b

ex+d’

gdzie a,b,c,deR, c#0, ad —bc#0, xeR\{—i}.
c

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. Hiperbola sktada si¢ z dwoch

e o , . d a
galezi, ktore nie przecinajg prostych o rownaniach: x=——, y=— (s3 to tzw.
c c

asymptoty hiperboli).
Przyklad 9. Naszkicowa¢ wykres funkc;ji:
1 4 3x+5
a) y=—, b) y== C) y= .
X X x+1



Rozwigzanie. Asymptotami wykresow funkcji z przyktadu a) i b) sa osie
uktadu wspotrzednych, natomiast funkcji z przyktadu c¢) proste: x=-1, y=3.
Hiperbole bedace wykresami tych funkcji przedstawione sa na rysunku 9.

a) y b) y c) Ay

Rys. 9. Ilustracja do przyktadu 9

Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci wymiernych
Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem rozwigzywania rownan i nierdéwnosci
wymiernych, tj. takich, w ktorych wystepuja wyrazenia wymierne.
Aby rozwigza¢ roOwnanie wymierne wystarczy pomnozy¢ go przez wspolny
mianownik wszystkich wyrazen wymiernych.
Z kolei nieréwnosci wymierne sprowadzamy najpierw do takiej postaci, aby po
prawej stronie znaku nierownos$ci otrzymaé 0. Lewg stron¢ zapisujemy na
jednej kresce utamkowej, a nastgpnie z postaci ilorazowej przechodzimy na
rownowazng jej posta¢ iloczynowa nierownosci:

M>O & Ux) Vx>0,

V(x)

M<O < Ux)-V(x)<0,

V(x)

M20 < UX)V(x)20 AV (x)=0,

V(x)

Y0 <o o Um)-rx)<0 AV(x)£0.

V(x)

Przyklad 10. Rozwigza¢ rownania i nieréwnosci:
2 3 3

a)gzl, —>1, b) x=
X X X -

)

=
|

)



Rozwigzanie.
a) Wyznaczamy najpierw dziedzing rownania i nierownosci: D =R\ {0}.

Rozwigzujemy rownanie:

2
—=1/x,
X

2=x

Rozwigzaniem rownania jest: x=2.
Rozwigzujemy nier6wnos¢:

%>1,

2 /\
J’_
g—1>0,
x /) 2\ x
>0,

2 x
X x
2—x 50, Rys. 10. Ilustracja do przyktadu 10a)
X
Przechodzimy na posta¢ iloczynowa otrzymujac nierowno$¢ kwadratowa:
(2-x)x>0,

ktorej rozwiagzanie (po wyznaczeniu pierwiastkow: x; =2, x, =0 wyrazenia

wystepujacego po prawej stronie nieréwnosci) odczytujemy z rysunku 10:
xe€(0,2).

b) Dziedzing rownania i nierownosci jest: D =R\ {2}.

Rozwigzujemy rownanie:

3
=/ (x=-2),
X 2 (x-2)
x-(x-2)=3,
x*—2x-3=0,

A =16, to rozwigzaniami rownania sg: x; =—1, x, =3.
Rozwigzujemy nier6wnos¢:
x< 3 s
x=2
x(x—2) 3
=2 x-2

<0,
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2
x =2x-3 <

x=2
Pamigtajac o dziedzinie nierownosci przechodzimy na postac iloczynowa

(x* =2x-3)(x-2)<0.
Uwzgledniajac wyznaczone /
wczesniej pierwiastki pierwszego /F-\ +
czynnika mozemy zapisac: / 1 2\__/3 X

(x+D(x-3)(x—2)<0.

0.

Rozwigzanie otrzymanej Rys. 11. Ilustracja do przyktadu 10b)
nierdownosci  wielomianowej

odczytujemy z rysunku 11: x e (—oo,—l) ) (2,3) .

3° Funkcja potegowa

Funkcjg potegowg nazywamy funkcje postaci

y=x".

y=x7

Rys. 12. Wykresy przyktadowych funkcji potggowych

Dziedzina (oraz wtasnos$ci) funkcji potegowej zalezy od r:
o jezeli r=0,to D, =R\{0},
e jezeli reN, to D, = R, (N - zbior liczb naturalnych),
o jezeli reZ ,to D, =R\{0}, (Z- zbior liczb catkowitych),
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e jezeli reQ",to D, =R"U{0}, (Q- zbior liczb wymiernych),
e jezeli reQ ,to D, =R".
Nie bedziemy szczegdlowo omawiaé funkcji potggowych, ograniczymy si¢

jedynie do podania wykresow kilku przyktadowych funkcji tego typu (rysunek
12).

4° Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna

Funkcjg wykiadniczq nazywamy funkcje postaci
y=a’,

gdzie aeR"\{l}, xeR.

Zanim podamy definicj¢ funkcji logarytmicznej przypomnimy pojecie
1 wlasnosci logarytmu.

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, gdzie a € R* \ {I} , nazywamy
wyktadnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac . Mozemy zatem
zapisaé

log,b=c < a“ =b.

Jezeli a,a, e R"\ {1}, b,b,b,eR", ¢, keR,to:

1) log,a“=c, 2) %" =p,
3) log,1=0, 4) log,a=1,
5) log, (b -by)=log, b +log,b,, 6) log, 2’_1 =log, b —log, by,
2
. log, b
7) log,b" =klog, b, 8) log, b=——"—.
log, a

Funkcjq logarytmiczng nazywamy funkcje postaci
y=log, x,
gdzie aeR"\{l}, xeR".
Funkcja wyktadnicza o podstawie a i funkcja logarytmiczna o tej samej
podstawie a sg funkcjami odwrotnymi wzglgdem siebie.

Szczegdlnym  przypadkiem funkcji  wykladniczej jest tzw. fumkcja
eksponencjalna to jest funkcja wykladnicza o podstawie niewymiernej
e=2,7182818... (tzw. liczba Eulera lub liczba Nepera). Funkcje odwrotng do
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funkcji y=e* zapisujemy y=Inx, a logarytm z prawej strony wzoru funkcji
nazywamy logarytmem naturalnym (czyli jest to logarytm o podstawie e).
Rysunek 13 stanowi ilustracje wptywu podstawy a na wyglad wykresu (jak
rowniez na wlasnosci) funkcji wyktadniczej i logarytmicznej. Analizujac te
wykresy mozna zauwazy¢, ze obie te funkcje s3:

e roznowartosciowe,

e rosngce dla a € (1,4 o),

e malejace dla a €(0,1).

Y ae)

Rys.13. Wykresy funkcji wyktadniczej i logarytmicznej dla:
a) ae(l,+»),b) ae(0,1)

Rozwiazywanie réwnan i nieréwnos$ci wykladniczych oraz logarytmicznych
Na podstawie podanych wlasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej mozna
zapisaC rownowazno$ci wykorzystywane przy rozwigzywaniu rownan
i nierownosci wyktadniczych i logarytmicznych:
e a'=a" S x=x, oraz  log, x, =log, x, & x =x,,
e jezelia e (1,4,), to:
a <a® & x<ux, oraz  log, x, <log,x, & x <x,,
e jezeliae(0,1), to:
a' <a® < x>x, oraz  log,x, <log,x, & x,>x,.
Zatem rozwigzujac rownania 1 nierdwnosci wyktadnicze (logarytmiczne),

sprowadzamy je do takiej postaci, aby po obu stronach znaku réwnosci lub
nierowno$ci byla potega (byt logarytm) o tej samej podstawie, a nastepnie
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opuszczamy podstawy (logarytmy) pamigtajac o tym, aby w przypadku podstaw
z przedziatu (0,1) zmieni¢ znak nierownosci na przeciwny.

Przyklad 11. Rozwigza¢ rdwnania i nieréwnosci:

pseel el e
25 x 16
d) log,(x+1)>2log, 3.
2 2
Rozwigzanie.
a) 53x+4:i’ b) L?‘Sx+2>i ,
25 2% 16 +
giud _ g2 , 242 .93+6 o o4 , _/-2 5\ - X
ix + 46= -2, Px 346 54 , Rys. 14. Ilustracja do
X =— 434654 , przyktadu 11b
Odp.: x=-2.
—x> +3x+10>0
A=49, X 25, X5 2_29
Odp.: xe(-2,5)
¢) 3lnx-2=0

Dziedzing naszego rownania jest D =(0,+) (wyrazenie logarytmowane
musi by¢ wigksze od 0). Wykonujemy kolejne przeksztatcenia:
3lnx=2,

2

Inx=—".
3

Prawa stron¢ zamieniamy teraz na logarytm naturalny korzystajac
z pierwszej z podanych wczesniej wlasnosci logarytmow:
2

Inx=Ine3.
Opuszczajac logarytmy otrzymujemy ostatecznie:

2
x=e3.
Poniewaz otrzymana warto$¢ nalezy do wyznaczonej dziedziny, zatem

. . , I 3/
rozwigzaniem naszego rownania jest x = 62 .
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d) log,(x+1)>2log, 3
2 2
Rozwiazujac nieréwno$¢ x+1>0 wyznaczamy najpierw dziedzing naszej
nieréwnosci: D = (—1,+ o). Przeksztalcamy teraz prawg stron¢ nier6wnosci
stosujac wlasnos¢ 7) logarytmow:
log, (x +1) >log, 3%, stad log, (x+1)>log, 9.
2 2 2 2
Poniewaz podstawa logarytmow jest mniejsza niz 1, to opuszczamy
logarytmy zmieniajgc znak nierownos$ci na przeciwny:
x+1<£9,t0 x<8.

Uwzgledniajac  dziedzing nieré6wnos$ci  otrzymujemy  rozwigzanie:
xe(-18).
5° Funkcje trygonometryczne
Funkcja sinus nazywamy funkcje postaci
y=sinx,
gdzie xeR.
1 y
ES 7 - RS i e .
\\ ,’ \\ = /}:cosx
AR e > z
-2n s N -n z ’ @) E\ S n ’ IE 2n
. 4 2 s 72
N ~So .- S <. g
-1

Rys. 15. Wykres funkcji sinus (linia ciagla) i cosinus (linia przerywana)
Funkcja cosinus nazywamy funkcje postaci
y=cCosx,
gdzie xeR.

Na rysunku 15 przedstawiono wykresy obydwu funkcji (tzw. sinusoidg
i cosinusoidg)

Funkcja sinus jest:

e przedziatami monotoniczna,
ograniczona (—1<sinx <1),
okresowa (z okresem
podstawowym 7;, =2m),

nieparzysta.

Funkcja cosinus jest:
e przedziatami monotoniczna,
e ograniczona (—1<cosx<1),
okresowa (z okresem
podstawowym 7;, =2m),

parzysta.
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Funkcja tangens nazywamy funkcje postaci
y=1gx,
odzie xeR\{§+kn, keZ} .

Funkcja cotangens nazywamy funkcje postaci

y=ctgx,
gdzie xeR\{km, keZ} .

Na rysunku 16 przedstawiono wykresy obydwu funkcji (tzw. tangensoide
i cotangensoide)

Yy
\ 1 1 l
1 1 1 1
1 1 1 \
1 1 1 = \
\ \ \ y=tex \
\ \ \ \
\ \ y=flex \
\ \ \,
\ \ \
\ \ \ \
\ \ \ N
N \ N S pY
N
73l \\ —r _r \\ [0] n \\ T 3n \\
\ \ Y \
2 A 2 \ 2 Ay 2 \
\
\ \ \ \

\ \ \ \

\ \ \ \

\ 1 \ \

\ \ \ \

\ \ 1 1

\ 1 \ 1

' ' .

Rys. 16. Wykres funkcji tangens (linia ciggta) i cotangens (linia przerywana)

Funkcja tangens jest:
e przedzialami rosngca,
e nieograniczona,
e okresowa (z okresem
podstawowym 7, =),
e nieparzysta.

Funkcja cotangens jest:
e przedzialami malejaca,
e nieograniczona,
e okresowa (z okresem
podstawowym 7, =),
e nieparzysta.

Rozwigzywanie rownan i nierownosci trygonometrycznych

Pokazemy teraz, jak mozna rozwigza¢ proste rdéwnania 1 nieréwnosci
trygonometryczne. Przy ich rozwigzywaniu wygodnie jest postugiwaé sig
wykresami odpowiednich funkcji, a dodatkowo nalezy uwzgledni¢ fakt, ze
funkcje trygonometryczne sg funkcjami okresowymi.
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Przyklad 12. Rozwigza¢ rownania i nierdwnosci:
1 1 1

a) cosx=—; cosx<—; cosx>—, b) tgx=-1; tgx<-1.

) 5 5 5 ) tg g

Rozwiazanie.

a) Szukamy najpierw rozwiagzan danego roOwnania w przedziale <0, 2m). Warto
. . . .. 1

postuzy¢ si¢ tutaj wykresami funkcji: y =cosx oraz y = 5 (rysunek 17).

1 y

et =

= 2 v 72 ’
3 y=cosx

-1

N

wla
SIS
<
S1Ey
wlg
]
a

Rys. 17. Ilustracja do przyktadu 12a

Widzimy, ze w danym przedziale istnieja dwa rozwigzania (dwa punkty
przecigcia narysowanych wykresow) naszego réwnania. Latwo stwierdzié, ze sg

b n 1
to: x; =— | bo cos—=—|,
3 ( 3 2}

5 5n ( nj n 1
X, =— | bo cos—=cos| 2n—— |=cos—=—| .
3 3 3 3 2

Z faktu, ze funkcja cosinus jest funkcja okresowa wynika, ze wszystkich
rozwigzan danego réwnania bedzie nieskonczenie wiele. Aby je otrzymac
wystarczy do powyzszych rozwigzan x, i x, doda¢ wielokrotno$ci catkowite

okresu podstawowego funkcji cosinus, czyli 21 . Zatem wszystkie rozwigzania
. 1 . .
rOwnania CcoSXx = > mozemy zapisa¢ w postaci:
5 .
x=§+2kn lub x=§+2kn,gd21e keZ.

Patrzac na rysunek 4.17 oraz uwzgledniajac powyzsze rozwazania, tatwo

stwierdzi¢, ze rozwigzaniem nierdwnosci cosxéz w przedziale <0,2n)
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bedzie przedziat <§,5?n> Bioragc pod uwage okresowo$¢ funkcji cosinus,

dang nieré6wnos¢ spetniaja zatem:

xe<§+2kn,5?n+2kn>, gdzie keZ.

W przypadku nieré6wnosci cosx>§ wygodniej jest wyznaczy¢ najpierw

rozwigzania rOwnania  COSX = 5 w przedziale <—n , ) (mozna wzigc
dowolny przedziat o dlugosci rownej okresowi podstawowemu danej funkcji).

L T T . - .
Latwo stwierdzi¢, ze beda to: x; =—§, X, =§. Rozwigzaniami danej

nieréwnosci bedg te wszystkie x, dla ktorych wartosci funkcji cosinus sg

wigksze od 3 (w interpretacji graficznej — te punkty wykresu funkcji y =cosx,

1 .
ktore leza nad prosta y = 3 ), czyli:

xe(—§+2kn , §+2knj, gdzie keZ.
b) Dziedzing danego réwnania (i jednoczes$nie nierdwnosci) jest:
D=R\{§+kn, keZ}.

Wyznaczamy najpierw rozwigzanie roOwnania tgx=-1 w przedziale
(—g,gj. Jako ilustracja poshluzmy si¢ wykresami odpowiednich funkcji:

y=tgx oraz y=—1 (rysunek 18).

Latwo stwierdzi¢, ze w zatozonym przedziale istnieje jedno rozwigzanie danego
roOwnania: x = —g [bo tg (—gj = —IJ. Uwzgledniajac fakt, ze funkcja tangens

jest funkcja okresowa z okresem podstawowym 7, = m, wszystkie rozwigzania
rownania tg x =—1 mozna zatem zapisa¢ w postaci:

x=—%+kn,gdzie kel.
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y=tgx

St

3n

S|
o

Rys. 18. Ilustracja do przyktadu 12b

Rozwiazujac nieréwnosé¢ tg x <—1 rowniez wygodnie postuzy¢ si¢ wykresami
odpowiednich funkcji. Z rysunku 18 mozna tatwo odczyta¢, ktoére punkty
wykresu funkcji y=tgx leza ponizej lub na prostej y=-1. Uwzgledniajac
dziedzing nierownosci oraz okresowo$¢ funkcji tangens, nierd6wnos¢ tgx <—1
spetniaja:

xe(—§+kn,—§+kn>, gdzie keZ.

6° Funkcje cyklometryczne

Funkcje trygonometryczne nie sg funkcjami réznowarto§ciowymi w swoich
dziedzinach. Mozna jednak poda¢ przedziaty (dokona¢ obcigcia tych funkcji do
przedziatéw), w ktérych sa one réznowartosciowe. Wowcezas bedzie mozna
okresli¢ funkcje odwrotng do kazdej funkcji trygonometrycznej. Takie funkcje
nazywamy funkcjami cyklometrycznymi (lub inaczej — kofowymi).
Funkcja arcus sinus (arcsin) nazywamy funkcje okreslong w nastgpujacy
sposob:
. . T T

(y =arcsinx) < {x =siny Aye <—5,5>} ,

gdzie x € <—1,1> .
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Funkcja arcus cosinus (arccos) nazywamy funkcje okreslong w nastepujacy
Sposob:
(y =arccosx) < [x =COSYy AYE (0,75)] ,
gdzie x € <—1,1> .
Przyklad 13. Obliczy¢:

1 .
a) arccosE , b) arcsin(-1).

Rozwigzanie.
a) Z powyzszych definicji wida¢, ze aby wyznaczy¢ wartos¢ funkcji arccos dla

argumentu %, nalezy znalez¢ takg liczbe (taki kat) nalezaca do przedziatu
. o 1
<O,n> , dla ktorej cosinus przyjmuje warto$¢ rowna 3 tym szukanym katem
. e . o
jest 3 Mozemy zatem zapisac:
1 = . ) T 1. m
arccos—=—, poniewaz cos—=— 1 —¢€ <0,TE> .
2 3 3 2 3

b) arcsin(-1) = —g , poniewaz sin(—gj =11 -Z¢ <—E, E> .

a) oo 2 A b) Y

I x

0] 1
Rys. 19. Wykresy funkcji: a) y =arcsinx, b) y = arccosx

Funkcja arcus tangens (arctg) nazywamy funkcje okre§lona w nastgpujacy
Sposob:
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T
(y=arctgx) & [x =tgyAye (_E’EH ,
gdzie xeR.
Funkcja arcus cotangens (arcctg) nazywamy funkcje okreslong w nastgpujacy
sposob:

(y=arcctgx) & [xzctgy /\ye(O,n)] ,

gdzie xeR.

Przyklad 14. Obliczy¢:

a) arctg?, b) arcctg(-1).

Rozwigzanie.

a) arct N3_Z oniewaz t E—ﬁ i L I I
3 76 P 6 3 ' 6 2°2)

b) arcctg(—l)z%,poniewaz ctg%z—li 3%TE(O,TE).

Na rysunku 20 przedstawiono wykresy funkcji arcus tangens i arcus cotangens.

Rys. 20. Wykresy funkcji: a) y =arctgx, b) y =arcctgx
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Wyznaczanie dziedziny funkcji zloZonej

Bardzo wazng umiejetnoscig z zakresu analizy matematycznej jest, umiejetnosé
wyznaczania dziedziny (naturalnej) funkcji. Wyznaczenie dziedziny jest na ogo6t
pierwszym krokiem, od ktérego rozpoczynamy badanie funkcji ze wzgledu na
interesujgce nas wilasno$ci. Musimy stwierdzi¢, dla jakich wartoSci wzor
okreslajacy funkcj¢ ma sens liczbowy. W tym celu dokonujemy analizy funkcji
ze wzgledu na wystgpowanie w jej wzorze pewnego typu wyrazen, przy ktorych
nalezy  poczyni¢  okreslone  zatozenia. Wyrazeniami tymi  (oraz
odpowiadajgcymi im wymaganymi warunkami) sg:

o U
v(x
2° %v(x) , (n— liczba parzysta), warunek: v(x) >0,

3° log, v(x), warunek: v(x)>0,

, warunek: v(x) =0,

4° tgv(x), warunek: v(x)# g vkn keZ,
5° ctgv(x), warunek: v(x)#km, keZ,

6° arcsinv(x) lub arccosv(x), warunek: —1<v(x)<1.

Wida¢ zatem, ze w przypadku funkcji zlozonych oraz bardziej
skomplikowanych funkcji elementarnych, znalezienie dziedziny sprowadza si¢
do zapisania oraz rozwigzania pewnej liczby nierownosci.

Przyklad 15. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji:

[ 4 In(x* - x) ( 1 j
a =,]——2 —5log(4—x), b) y=————= + arccos| l——x |.
U g TN 2

Rozwigzanie.

a) Patrzac na wzor funkcji tatwo stwierdzi¢, ze aby mial on sens liczbowy
spelniony musi by¢ uktad nastepujacych warunkow:

x=320 ()
4

— 220 2).

4-x>0  (3)

Rozwigzujemy poszczegolne nierownosci:

(1) x-3#20 < x#3 < xeR\{3},
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4—2(x—3)>0 - 10—2x>0
x—3 B x-3

& (10-2x)(x—3)=0 (warunek (1) uwzglednimy na koncu) <

2) i—220 =
x—3

4
= _/3 5\_ i = xe<3,5>,

B)d—x>0 & —=x>4 & x<4 < xe(-x0,4).

Wyznaczajac cze$¢ wspodlng otrzymanych

zbioréw  (rysunek  obok)  zapisujemy MMZM_)
dziedzing: D, =(3,4).

3 4 5 x

b) Zapisujemy odpowiednie warunki:
2—4J220 (D)
¥ =x>0 2) .
1
-1<1-=x<1 (3
3 (€)
Rozwiazujemy:

1 5
(1) 24220 o 2722222 o 2222 o x;t% =N

& xeR\{g},
2
Q) X2-x>0 < x(x-D)>0 < \ /+ =N

& xe(—0,0)U(l,+x), 0\\-/1 x

3) —lsl—%xsl = =

—1<1——x —x<2 <
2 2 - { <
1-—x<1 ——x<0
2

& xe<0,4> .
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Dziedzing jest czg$¢ wspolna
poszczegdlnych zbiorow:

D, :(1,4)\{%} :

0 1 5 4

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢:

28. arccos [gj + 2arctg(-1),

29. arcsin (—?j +4 arccos% + arcctg\/g ,

LT . T
30. arctg(s1n—}+arcsm cos(——) ,
2 4

31. sin(3arccos§— arctg?} .

Wyznaczy¢ dziedzing funkcji:

2
32. yz—“4x+x,
X

34. y=log(x* -4)+6—-2x,

1-—
36. y=10gx+};+ x+1,

fl 2 2
38. y=6F—x + log(2+x—6x7),

_ log(1-logs (9~ %))

3¥ _9\3 ’

40. y

2
33, y=log=—*,
9
1 2
35. y= +In(9—-x7),
x—1
37 e log(9 —x?)
Y 2°-1
3x-1
39. lo ,
4 801 2x+1
41. y=arcsin(2x—0),
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42. y=arccos al , 43. y=arcsin ! + 4‘/i—2.
2—x x-2 I-x
44. yz.L.
sin x

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



